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��� ��� �����	� �� ��������� �����"� ���� ����� �� ����	� �������
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���� ����� ������� ���� 	������� �� ��� �� �����	� �������� !����
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���������� �� ����	���� � ��� � t � ����� �� ��������� ���� ����	����� ������ �������� �������� ���	�
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	������ ��� ��� ����������� ������� ��� �����	(� ��	�� �
��� � ��� ��� � �� 	�������� ������� ��	$���� ��� ���

�����	���	$������	������������	��������������������������������! tN "�I������������	���	�������������

�	������ tt qnh −= 1 �������	���������	$������������	���	$������ tqn �������������	��������������
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	��������������������������������������"��'��������	� � ����������'���������!.-@;" ������ nNN tt +=+ 1/1 ����� n �

�������������	�����������������	�������	����	������������������������	�������������������	�����!��� ���	�������� �
H����!0::3""��
1�'��������� ��������� ��������	� ��� �� ������� ��� 	������������� �����������#� ��	�������������	����� �
��������� � ��� �� ��	��
������������	���������	���������������������A����������A����� �����������������������	������
���������������
���	������	���� ������������������������� ���
����������������	�������������������� �� ���������	�� ��C��$�	��� ����
!.--:"�����+�	�������������!.--."��
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αα −= 1

ttt LAKY  ;� ���	�� 0>A � ��� �� ������ ��	����	� ���� ( )1,0∈α � ��� ��� ������#�� ������ ���

����������� �� ��	��� ���	����� ������� ���$� ��� ����� ��� �����	� ! hNL = "� �� ����	����� �� ���	� ��	������

�	����������� ����
�������	������,�������� ttt NKk /:= ����� ttt NYy /:= ����������������������	�

������	���������� ���������������	���	�����������������������(�

�
αα −= 1

ttt hAky �� !;"�

H�������������������������	��������������	��� ��	�������
��������������������������������	������
���������(<�

� ( ) 1/ 1 −= −αα ttt hkAr  � !<"�

� ( ) ( )αα ttt hkAw /1−= �� !@"�

�
���������������� ���� ����	����� 	���� �� ��������� ������ ������� ��� ����� ��	����� ���� �	���	��������
����� �����	� �������� !�
"��� �� ���������� 	��� 0>σ � ! 01 <<− σ "� �� ��� ���	���� ��������� ��� ��������

���� ��I������ ���	� ���� !����� ��	� ��� ���������� ��� ���� ��	����"� ��������� �
��� ! 0>tτ "� !����������
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�	���������
 ����������������������,�����8	��
�����E������!!0::0" ����33?"�F����������������������	���	������������
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��#�	0�������������%��*��+��,����!����.�������σ �������1�

�
( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )�

�

�

�
�

	




<<−<
+++−

−++−

>>
+++−
−++

=
∂

∂

01,0
111

11

0,0
111

11

*

*

*

σ
ρσσα
αρσασ

σ
ρσσα
αρσασ

σ
σ

if
y

if
y

y
�� �

$����� ( )σ*y ������.��������+��%�����,�����������������������σ ��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,����� ( ) cyy ** =σ ��������

�������� 0=σ /�������������!��� ( ) cyy ** >σ �+ ( ) cyy ** <σ ,��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,��$%&%'%	

�
5	��������� 0� ����� ��� ���� ���	����� ��� ��� ����� �������B�
� 	��� ������� ��������B���	��	���� ���
�����	�������������	�����
���� ������� ��� ��� ����� �������B�
� ��� ��� �����	��� 	��� ��� ��	����� �	�� ����	����� ��� ��� ����������
�	��������(�
�
��������	(������ 0>σ �+ 01 <<− σ ,�� !�� -$�+$- ,�.���������������������+���������,��!�����%(����.�.��������

%����!�����/����� ( ) cnn ** <σ �+ ( ) cnn ** >σ ,��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,��

��#��0�������������%��*��+2,����!����.�������σ �������1�

�
( )

( )
( )

( )
( )�
�

�

�
�

	




<<−>
++

><
++

−

=
∂

∂

01,0
1

0,0
1

*

*

*

σ
ρσ

σ

σ
ρσ

σ

σ
σ

if
n

if
n

n
�� �

$����� ( )σ*n ��������%������+.�������,�����������������������σ ��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,����� ( ) cnn ** =σ ��������

�������� 0=σ /�������������!��� ( ) cnn ** <σ �+ ( ) cnn ** >σ ,��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,��$%&%'%	

�
���� 	����� ����� ��� 5	��������� 3� ����� ��	����� �	��� ��� 	���� ������� ��� σ �� �� ����� ��� ��� �����
�������B�
� 	��� ������� ����� ��� ��� ���	����� ��	� 	�������B���	������� ���������� �	���� ����� ��� n �
����������������������������������	���������� �������������������������������	�����	�����
	������� ���������� ����	� ���� �������� � ����� ���	� ������� ����� ������� ��� �����	������ ��� ����� ���
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���.�������������������!������5�.���������������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,��

�,����� 21 ααα << ��  !�� -$� �������� ��� �������(.��������� ��� �!�� ���.�������� �������� ���!���� ��5� .�������� ���� ����

°<< σσ0 /����� �!��%������������5������� �!�� ����������6�� ����������������� ������������ ��� Vσσ = ����!� 0>Vσ ��

 !��$- �������������������(����������������� 01 <<− σ ��

�,� ���� 1αα < ��  !�� $- � �������� ��� �������(.��������� ��� �!�� ���.�������� �������� ���!���� ��5� .�������� ���� ����

0<<°° σσ /� ���� �!�� %���������� ��5������� �!�� ����������6�� ��������� �������� ��� ���� ����� ��� Vσσ = � ���!�

01 <<− Vσ �� !�� -$�������������������(����������������� 0>σ ��

��#�� ��� 2αα > /� ( ) 0/* >∂∂ σσV � + ( ) 0/* <∂∂ σσV ,� ���� ���� 0>σ � + 01 <<− σ ,�� !��/� ( )σ*V � ��� ��

.��������+��%�����,�����������������������σ ��������� 0>σ �+ 01 <<− σ ,��������%��!��� ( ) cVV ** =σ ����������������

0=σ /� �!��� ( ) cVV ** >σ � + ( ) cVV ** <σ ,� ���� ���� 0>σ � + 01 <<− σ ,��  !��� �!�� -$� +$- ,� .������ �������

��.������+���������,��!��������������������
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�!��� Vσσ = ������%��#�����5�������� ( )σ*V ��������� +∞<<− σ1 ���

���� 21 ααα << 1� #�� ����%� +�2,� ��� �������� �!��� 0>Vσ �� ��� �!��� ����/� �,� ��� 0>σ /� �!��� ( )σ*V � ��� �� .��������

+��%�����,� ���������� ��������� ��� σ � ���� ���� Vσσ <<0 � + Vσσ > ,/� ���� #,� ��� 01 <<− σ /� �!��� ( )σ*V � ��� ��

��%����������������������������σ �� !��/�7�����%��!��� ( ) cVV ** =σ ���������������� 0=σ /��!�����5������������������

���� ������ ��� �!�� ��%�� ��#����� ����/� ���� Vσσσ >°= /� ���!� �!��� ( ) cVV ** =°σ �� 8����/� ��� 0>σ /� �!���
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( ) cVV ** >σ � ���� ���� °<< σσ0 /� �!����� ( ) cVV ** <σ � ���� ���� °> σσ /� ���!� ( ) 0** >− cVV σ � #���%�

��5���������������������� 0>= Vσσ /��!������� 01 <<− σ /��!��� ( ) cVV ** <σ ��

���� 1αα < 1�#������%�+�2,�������������!��� 01 <<− Vσ ������!�������/��,���� 01 <<− σ /��!��� ( )σ*V ������.��������

+��%�����,� ���������� ��������� ��� σ � ���� ���� Vσσ <<−1 � + 0<< σσV ,/� ���� #,� ��� 0>σ /� �!��� ( )σ*V � ��� ��

��%����������������������������σ �� !��/�7�����%��!��� ( ) cVV ** =σ ���������������� 0=σ /��!�����5������������������

���� ������ ��� �!�� ��%�� ��5� ����/� ���� Vσσσ <°°= /� ���!� �!��� ( ) cVV ** =°σ �� 8����/� ��� 01 <<− σ /� �!���

( ) cVV ** >σ � ���� ���� 0<<°° σσ � ���� ( ) cVV ** <σ � ���� ���� °°< σσ /� ���!� ( ) 0** >− cVV σ � #���%�

��5���������������������� Vσσ = /��!���� 01 <<− Vσ /��!������� 0>σ /��!��� ( ) cVV ** >σ ��$%&%'%	

�

���	���	� ��	������� �� ������������ ����� ������� ������ �������������! 2αα > " � ��� �������� �����	�� ���

���	��	�������������	����� ���������������	�!����	"�����	��B'�!'B�"�	���������� �����������������
�
�����������E�	����	 ���������	�φ ����� ρ ��	� ���������	���������������������	�����������������

���������������	������	����������-��������������������	���������������B'����������������	��������
�����	���	�������	������	���������������� �����	�������� �����������	���� � ��� �����&��������������#��
���	�� ��� ������� ��� ������������ ������ !	������� �� ����� ������ ���I������ �������� 	��� ������� ��	����
�	���	����� ��	� �����	��� ��	����	" � ��� ������ �	�� ��������(� �"� ����	��� ������� ��� α  � ��� ���

21 ααα <<  �������"� �������������� α  ������� 1αα < ����������	��	����� ��������	�������
�������

����������������	������	��B'��������������������������	��	�����������������	�� ����	���� ( )σ*V ����

���������	��������������	��������������'B��������)����������	����� ������� ������	�������
�������

����	� 'B�� ������� ��� ��
���� ��� ���A���� �����	� �
 � ���� ( )σ*V � ������ ������� 	������� ��� ���

��	���������������B'��������	

�
��9� :� ���.!����� �������������� H� A��������� �������� � ��	� ��	���	��� �������	������ ������� ����� ��	�
�����	�������	����� ������������������������������������ ������	��������	�������������������������
������������������������B�
�	����
%���	��.�����	����������������	��B'�!'B�"����������������	�������������������������	�!����	"��������
����������������
�����������
�����������%���	��0 ������� ������������������������B'�!'B�"�����������
�����	��� ���������� �	���� 	��� ��� ������� ����	� !�����	"� ���� ��� ��� �������� ��� �
��B����������� ���
��	�����	 � �����	�����	��� �������������	�������!���	������"���������������������!�
"�	����%���	��0�
����������������������������������	��������
�������������������� �������������������������	���	�
��������������	������

%���	��3��������� ������������ 2αα >  ��������������������	����������������������������������� σ  �

���������������������������#�����	����������������������������������������������$�	�����������������
�B'����������
���������������������������	�������������������������
����������������������	����������
�������������	����!����%���	��."�����	��� �%���	���.�3�����	�����������������������$�	������������
��� ������ ��� ��� �����	� �������� ������� �� �������� ��� �����	� ��� ��������� ����� ���� �����	�� �������
���������� ���� ��� ����	��� ���������� �	���� 	��� �� ��� $������� ��� ������ ����	���� ��	��������
�������������� ���	������	�����������α �	�����������������φ ����� ρ  �����������������	���������������

������������	����	���	����	������������������	��� �������������	��������	������������������������ �
���������� ��� 	�������� ������� �����	� �����	�� ���� ���� ��	����� ���������� ��������� ��� ��� �����	���
��������	����������	��������	��������������%���	���0�����3��

C������ ��	���������������������������������������� ����	��������! 2αα < "� ����������	����������(� �"�

����	��� ������� ��� α  � ����� 21 ααα << � ���� ��"� ���� ������� ��� α  � ����� 1αα < �� ��� ��� ��	��	� ���� � ��

�����	����
���������������������	���! 0>σ "�������$����� ����	�������������	����� ��������	�����
��
������� ��� �������� �����	�� ��� ��� 	��	��������� ����	����� ��� ��������� ��� ���	��	���� ����� �
�

                                                
-�����������������	�������������������� ( ) 01/1// 2

22 >++=∂∂=∂∂ ρφραφα �	
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! 01 <<− σ "��%���	��1��������������"(��������������������$�	����������
�����������	�����������<0K�
����	��	�����
�����������	���%������ �%���	��;�����������������" ����	� �������	������������	��	����� �
�� �
� 	��� ��� ����� .1K� ��� �������	�� �� �������� ��� ��
����� �����	��� ����� ��������� �������� ���
���	������	���	$�(�."���������	�α �!�������	�����	���	�������	������	�����	����	 � ρ "��� ������	��

�����	��������������������������	���	���	�������������
�	�������������������	�����������������	�)�

����0"������������������ 2αα > �������������$�	�����������������	�����	����	��������������	����������

������������	�����������������	��� ����������	�������! 21 ααα << ����� 1αα < " ����	�������A���

�����	����
�������� ������� ����� �
�� � ��� 	��� ������������� �	���� ����� ����������� ��� ���	���������

��� �����	����
�������� �������� !�
"� 	���� /���� � ��	� ����	��� ������� ��� α � ! 21 ααα << " � ���

����	�������
������� ( )σ*V �����	��B'����������������		����������	������������������������	����

	�� ����	�����	������������������������������������α �! 1αα < " ������	�������
�����������	�'B���������

��������		����������	�������������������������	����	����
L%���	���.���;��������	�M�

�
��;�<.����������H�����'���������!.-@;" ��������������������H����!0::3" �����������������������	��������
���������� ��� ��
������� ��� ������ ���� ������ ��� ��� 	��	��������� ����������� ���I��� �� ���
�������#��	����	�������	����������	�����	 �����������������	���������������	�����������
��������
�����������������	���������������������(	

� { } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nccnccU oyoy

kncc oy lnlnln1,,max
,,,

ρφφ ++−=  � �

���I�����

� nkncchAk oy ++=− /1 αα  � �
���	�� qnh −= 1 ��

������	���	��	�������������	��������������	��	����������	�(�

� n
c

c
y

o

φ
φ
−

=
1

 � !0:"�

� ( )
α

α
φ

ρ
��
�


��
�

�

−
−+=

−
+

qn

k
Aqk

n

c

n

c yo

1
1

12
 � !0."�

� n
qn

k
A =��

�


��
�

�

−

−1

1

α

α �� !00"�

+A�� !0:"����������������������������������������������������������������������� ���������������
�A�����������������	�����������������		����������	�����������������	��������		���������������
+A�� !0."� ���	������ ��� ������� �����	� ��� �����	��� ��� �A������ �������� ���� ����� ��� �� ��	������
���	����������������������	����	���������	�����	 ���������������������!0."������������	�������������
��� ��� ���	����� ��� ��� �����	� ��� �����	�� � ������ ��� 	��������� ����� ����� ��� ��� ��	������ ����� ���
���������� �	���� ������� ����� ������ ��� �	��(� ��� ��	�� �	�� 	��	��������� ������� ������� ���
�
�����������	��	���	����������������	�	������������������ ����������	��������������������������
���������������������	��	���������	����%������ ��A��!00"����	����������������	�������$������������
+
�������� ��� ��	�� �	��	� ���������� !0:"�!00"� ���� ������ ��� �������#�� 	����	��� ����	���� ������ �
	���������� �����������	���������	���������	������������������������������	����	������������� ����
�������	���� ��	������� ���$���� ������� ������� ������� ������� ������� ��� ���� ����������� ���� ��������
���������� ������(�

� ( )αα
αα

−
−=

3

2

q
nGR  � !03"�

� ( )GRGR qn
n

A
k −⋅�

�


�
�

�=
−

1
1

1

αα
 � !01"�
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� ( ) GRGRGR
y knc ⋅�

�


�
�

� −−=
α

αφ 1
1  � !0;"�

� GRGRGR
o knc ⋅�

�


�
�

� −= 21

α
αφ  � !0<"�

���	�� ( ) ( )ρφρφα ++++= 2/1:3 ����� 23 αα > �.:�

���� ����	������ ��
��������� ��� ��� 	��	��������� ����������#�� ����	��� ������ !���� �A�� !.<""� ���� ���
���	�	���������'��$����	����������������������������������	����������������	����������������
�����	�����	 ��������	����������'��$����	�������	�����	��������������������������	������ ����������
����������������	�����������������������������������	���������	��������������������������������� �
�����	����������	�������	�������������������������������������	���������������	��	���������
��	� �����$����������������������������
���!���������"����������������������������������������
����������������	����� ��������������������������������������!�
"�	���������������
�����������	� �
�����(�

� { } ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )σρσφσφσσ
**** lnlnln1max nccV oy ++−=  � !0@"�

���I�����
� hwστ =  � �

� ( ) ( )[ ]τσ
ρ
φσ −+

+
−= 1

1

1* wc y  � �

� ( ) ( ) ( )[ ]τσ
ρ

φσ −++
+

= 11
1

* wrc o  � �

� ( ) ( )
( ) �

�

�
�
�

�

+
−+

+
=

σ
τσ

ρ
ρσ

1

1

1
*

qw

w
n  � �

���	�����	������ ( )σ*1 qnh −=  ����� r ����� w ����������	����������A���!<"�����!@"�	������������

,����	��������!0@"�����	��������σ �������(�

�
( )

αα
αασσ

σ
σ

−
−

==⇔=
∂

∂

2

1
*

:0 V

V
�� !0?"�

����������������������������B�
�	���������������!0?"�����
��������������������������������	�����
'��$����	��������
������������������������������	��������(�
�

��������	*���,�&���������!��� 21 ααα << �+ 1αα < ,/��!���.������.�.��������%����!������+<&�)�!��������!,/�

GRn /������!������#����.��������%��� -$�+$- ,�.������������������������#���!����������%���%����#�����+��5,�����1�

�
αα

αασ
−

−=
2

1
nGR �� !0-"�

�,��������!���������������!��$���7��#��%�%����+�����*��+�;,,/��!���.��������%����#����-��5����������5�������!��������!��!�
��5��������!�����������������������!�����������������������/��!�����1�

� nGRV σσ = �� !3:"�

��#���,� !��.����������%!�������������������#����#�������%��*��+��,�������*��+2,�����������%�����σ ��:����%�����.�����
�,��!��.����������������������#�����7��%����+�;,�����+�2,��$%&%'%�
�

+A�� !3:"�����������������������������������������B�
�	����������� ( )σ*nnGR = ������ ��	�������

��� 21 ααα << �! 1αα < "�����������������	����������������������������������������	���������	�

                                                
.:�*���������φ ����� ρ ����	�����&�	� � 2/13 =α ������ � 2/13 >α ���	����� 0, >ρφ ��
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��� �����	��� ��� ������������ �� �����	����
�������� �B'� !'B�"� ������ � ��
���� ��� �������� !�
"� 	��� ��

Vσσ = ��

�������A���!01"�!0<"��������	�����������������

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nccnV GR
o

GR
y lnlnln1 ρφφ ++−=  � �

�����
�����������������������

�
( )

GRnn
n

nV =⇔=
∂

∂
0 �� �

��� 2αα >  ����� ( )nV ������������������������������������������	���������	�����	������ 0>n �!����

%���	���<�����3"������������� ������������������������$������%���	��< ����������������	���������	������

0=GRn �� ��� ��� ���	�	� � �	������� ��� 2αα <  � ( )nV � ��� ��� ����	���6�������� �������� ��� n � ����

( )nV � ������ ��
������� ��� ���� ����� ��� GRnn = �� ��� ���� ���	� ���� � �� ���	���� ��� ��	�����	���!���"�

�������������������#�����	����������� ������ 21 ααα << �! 1αα < " �����	��B'�!'B�"������� �������������

����	������������������$���� ( ) GRnn =σ* ������������������	����
���������������������!�
"������

	��� 0>= Vσσ � ! Vσσ = ����� 01 <<− Vσ "��%�	����	�������� �����	����������������	������������

��������������	�������������� �����%���	���1�����@�	��������������	���	����������� 21 ααα << �!�B'�

������" �����%���	���;�����?�	�������������	��������� 1αα < �!'B��������"��

L%���	���<���?��������	�M�
����	���	$�����	������������!��#����������%����������+$���7��#��%�%���,/��!��!����������!�����!��<&�)����%��/�
#���!�����%��!���������(��5������%���%����#�����+��5,����������!�����������������������/�#�!��������������������!���������
.������������%������!����!�������������!��<&�)��
��� ���	� �	�� � ��� �B'� �� 'B�� ��������� ����������� ��� ��� ���������� ����	����� ��� ����� ��� ��

�������� GRn  ������	���������������
����������	��������������������������	���������������	��������

�����	� ��������	�� � �	�� ������� �������� �� ���$� ������5�9� ������ ��� ���� � �	������� ��� ��� ������#��
����������	�����������������������
*��������	���������� ������������������������������ ����������������������	���������	��� ������
�������	���������������	�������������������������	������������
�������5�9��	���!���� ��������	����
�����������������������������������	���������	�� �������	� �������������������8����" ��� �������
���	�	� ����������������������	��������������������������	�����������������	�����������������#��
�������������� �	��� �	������������ ��	������	�������	����	�������	���
���������������� ����������
��� ������	� ����	������ ����� ��� ����� �������B�
� 	��� ��� ��
��� �� ��� �����	����
�������� ����� � ���
�����	���������	����	��������������������������� ����
��������������������������������������	�������
��������	�������������������	��������������������	�����	����������
�
(	+�������,	+�������
��������� ����	� ���� �
������� ��� ������ ���� �����A������� !��� ��� �����	��� ������� ���� ��� ��������
�����	�"���� ��� ��	����������� ��	������	������� �
������������B�������������
���������� �����������
������������������	��������
 ������	�����	����������������	��������������������	�����������������
����� ����� � ��	�	������� � ��� ����� ��� ��� ��������� ��� ����� ����������� ��� ��� �������� ���� �������
���������� ���	�����	������� �
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��,���	 ���  !�� ���%(���� ������� ��� #��!� ���.�������(��%�� + cy*

,� ���� ��%�(��#�������-��5��� + ( )σ*y ,� ����������� &���������

������1� 10=A /� 33.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ ����� 10.0=q ��
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,�������%�(��#�������-��5���+ ( )σ*n ,������������

&���������������1� 10=A /� 33.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ ����� 10.0=q ��
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��,���	(������ 2αα > �� !�����%(��������������������� ���#��!����.�������(��%��+ cV *

,�������%�(��#�������-��5���+ ( )σ*V ,�

�����������&���������������1� 10=A /� 45.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ ����� 10.0=q �	

	
	
	
	
	

	
��,���	 )�� ���� 21 ααα << ��  !�� ���%(���� ��������� �������� ��� #��!� ���.�������(��%�� + cV *

,� ���� ��%�(��#�������-��5���

+ ( )σ*V ,� ����������� &��������� ������1� 10=A /� 33.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ � ���� 10.0=q ��  !�� �������(

��5���������%����#������������� 626.0=Vσ �	
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��,���	*������ 1αα < �� !�� ���%(���� ����������������� ���#��!� ���.�������(��%�� + cV *

,�������%�(��#�������-��5��� + ( )σ*V ,�

�����������&���������������1� 10=A /� 18.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ ����� 10.0=q �� !���������(��5���������%����5�

�������� 138.0−=Vσ ��
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��,���	 .�� ���� 21 ααα << ��  !�� ��������� �������� ��� �� ��������� ��� �!�� ���#��� ��� �!�������� &��������� ������1� 10=A /�

33.0=α /� 30.0=φ /� 50.0=ρ � ���� 10.0=q ��  !�� �������(��5������� .�.�������� %����!� ����� 35.2=GRn �� ��� �!��

��%����#���������������5�����������.������������ 626.0=== VGR σσσ /��!��� ( ) 35.2* == GRnn σ ��
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��,���	/������ 1αα < �� !�������������������������������������!�����#�������!��������&���������������1� 10=A /� 18.0=α /�

30.0=φ /� 50.0=ρ ����� 10.0=q �� !���������(��5�������.�.��������%����!������ 67.3=GRn ������!����%����5���������

��5�����������.������������ 138.0−=== VGR σσσ /��!��� ( ) 67.3* == GRnn σ ��
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